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1 Opis doswiadczenia

Celem doswiadczenia jest wyznaczenie wspélczynnika sprezystosci k plastikowej linijki poprzez obcigzanie jej konica
monetami o znanych masach.

Do doswiatczenie uzyte zostaty nastgpujace mrzedmioty i narzedzia:
e plastikowa linijka o dlugosci 50 cm
e sztywna, drewniana listwa o dtugosci 50 cm
e Scisk stolarski
e séwmiarka o doktadno$ci 0, 1 mm
e zestaw monet

Linijka wraz z drewniang listwa zostaly przomocowane do brzegu stotu (linijka znajduje si¢ pomigdzy listwa o stotem) za
pomoca Scisku stolarskiego, w taki sposéb ze listwa i linijka wystawaly poza krawedzZ stotu na ta sama odlegtos¢.

Do konica linijki zostata przyczepiona za pomoca nitki papierowa platforma (o pomijalnej masie), na ktérej mozna umieszczaé
monety.

Na ponizszym rysunku znajduje si¢ schemat doswiadczenia:

Na potrzeby do$wiadczenia zostaty zalozone nastgpujace fakty:
e masa papierowej platformy jest réwna 0.

e drewniana listwa nie ugina si¢ pod swoim cigzarem.

pomigdzy listwa a linijka nie ma oddziatywarn grawitacyjnego i elektrostatycznego.

linijka jest wykonana z jednorodnego materiatu.

e zjawiska zwiazane z ruchem obrotowym ziemi sa pomijalne.



2 Przebieg doSwiadczenia

Pomiary wychylen linijki zostalty wykonane dla trzech warto$ci dlugosci linijki: 0,34 m, 0,40 m, 0,47 m.
Uzyto nastgpujacych monet:

lgr omasie 1,64g
50 gr omasie 3,94¢g
1zt  omasie 5,00g
2zt omasie 5,21g

W nastepujacych konfiguracjach:

1x1gr omasie 1,64¢g
1x1zt omasie 5,00g
1x1zt 4+ 1x50gr omasie 8,94¢g
2x 1zt omasie 10,00 g
2x1zt + 1x50gr omasie 13,94 ¢g
2x2zt + 1x50gr omasie 14,36 ¢g
3x 1zt omasie 15,00g
4x1zt omasie 20,00g
4x1lzt 4+ 1x2z omasie 25,21¢g
4dx1zt + 2x2z omasie 30,42¢g
4x1zt + 3 x2zt omasie 35,63 ¢
4x1zt 4+ 3x2zt 4+ 1x50gr omasie 39,57¢g



3 Fizyczne i matematyczne podstawy doswiadczenia
Sita cigzenia monet zaczepionych na koricu linijki jest réwna:
Fy=mg (D

Gdzie m jest suma mas wszystkich monet zamocowanych do linijki, a ¢ jest wartoscia przyspieszenia zmiemskiego.
Wartos¢ przyspieszenia zmieskiego dla Warszawy wynosi:

g=9,81237 @)
s
Sita bedaca rekacja linijki na wychylenie (odgigcie) jest rowna:
F=—ah (©)

Gdzie « jest wspétczynnikiem sprezystosci, a h wychyleniem linijki od poziomu réwnowagi. Sifa F jest co do wartosci
réwna sile F;. Obie sity maja ten sam kierunek i przeciwne zwroty:

F=_F, @)
wiec:

mg = ah (@)
Zalezno$¢ masy monet i wychylenia linijki jest zalezno$cia liniowa, ktérej wspétczynnik kierunkowy jest szukanym przez
nas wspoétczynnikiem sprezystosci linijki. Zalezno$¢ liniowa ma postac:

y=axr+b (6)

Na potrzeby obliczen statystycznych wykonywanych w dalszej czgsci pracy wzor (5) przeksztalcam do postaci (6):

h=2m 7
(6%

Postac taka jest wtasciwa ze wzgledu na fakt, iz masa m jest wielkoscia doktadna, a odchylenie & jest wielkoscig obarczong
btgdem pomiaru.
Dla poprawienia przejzystosci obliczeit we wzorze (7) dokonujemy podstawienia:

a=2 ®)
«

otrzymujac wzor liniow zalezny od h i m z parametrem a:

h=am+b ©))



4 Wyniki doSwiadczenia

W tej czgsci pracy zostang przedstawione wyniki pomiaréw wraz z ich interpretacja statystyczna.

4.1 Pierwsza seria pomiaréow

Pierwsza seria pomiaréw wychylenia linijki w zaleznosci od obciazenia zostata wykonana dla linijki o dtugosci 0, 34 m.
Wykonanych zostato 12 pomiaréw wychylenie dla 12 r6znych mas (patrz paragraf 2).

Zmierzono nastgpujace wartosci:

masa
mkg]
0,00164
0,00500
0, 00894
0,01000
0,01394
0,01436
0,01500
0, 02000
0,02521
0,03042
0,03563
0,03957

A

B8.814

8,812

8.81

8,883

wychylenie

8,086

8.8084

a.882

wychylenie
h{m]
0,0010 £ 0, 0001
0,0014 +£ 0,0001
0,0027 £ 0,0001
0,0029 £ 0,0001
0,0036 £ 0,0001
0,0037 £ 0,0001
0,0040 £ 0, 0001
0,0056 £ 0,0001
0,0064 £ 0,0001
0,0079 £ 0,0001
0,0090 £ 0,0001
0,0104 £ 0,0001

Hyniki poniarow

1 1 I
i "danel.dat™ +
= + —

+
N e ]
— + —
+
o+
Lt

1 1 1 1

a 8,081 a,82 8.83 8,84
masa

8.85

Aby wyznaczy¢ optymalng warto$§¢ parameréw a i b ze wzoru (9) nalezy do powyzszych danych zastosowaé metode
najmniejszech kwadratéw:

N(Emih;) — (Em;)(Ehi)

N(Em?) — (Xm;)?

(10)



b= 11
NEm?) - (Sm,)? (1)
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
a =0,247744618727 . .. (12)
b=0,000347335818. .. (13)
Z réwnan (8) i (10) wyznaczamy o
= g (14)
= NEmh)—(Em) (Shy)
N(EZm?)—(Em;)?
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
a = 39,606511133955. .. (15)

Aby dokonaé¢ oceny otzymanego wyniku nalezy wyznaczy¢ jego niepewnos$¢. Pierwszym krokiem jest wyznaczenie

niepewnosci pomiaréw wychylenia h:
1

o= N3

Nastgpnym krokiem jest wyznaczenie niepewnoS$ci wartosci a i b:

S(h; — ami)2 (16)

2
2 Th
=N 17
70 = VN (Em2) — (Smi)? (an
2
2 _ 22 m; 18
70 T OREN(Em?) — (Smy)?2 (1%
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
0, = 0,010796836543 . . . (19)
op = 0,000203824893 . . . (20)
Po zaokragleniu do dwdch cyfr znaczacych otrzymujemy:
0, = 0,011 (21)
op = 0,00020 (22)
wiec:
a=0,248 £0,011 (23)
b = 0,00035 % 0, 00020 (24)
oraz: N
o= 39,607 +£0, 0015 (25)



Na ponizszym wykresie wida¢ pomiary, oraz liniowa zalezno$¢ dana wzorem (9):

Hyniki poniarow

B.814

B8.812

8.81

8,085

wychylenie

8,806

B8.884

a.882

“danel,dét“
8.,248+x+08,.800835

+

B a.81 a.82 8.83 8.84

nasd

B8.85

Ponizszy wykresie przedstawia zalezno§¢ wartosci sity F' od odchylenia h dang wzorem F'(h) = ah

faleznost =ify F od odchylenia H

si¥a F

8.4

8.2

39, BO7*x

8 B8.885

8.681 8.813 a.82 a.825 8,83
odchylenie h

8,835



4.2 Druga seria pomiaréow

Druga seria pomiaréw wychylenia linijki w zaleznosci od obciazenia zostata wykonana dla linijki o dtugosci 0,40 m.
Wykonanych zostato 12 pomiaréw wychylenie dla 12 ré6znych mas (patrz paragraf 2).

Zmierzono nastgpujace wartosci:

masa wychylenie
mlkg] h[ml
0,00164 — 0,0012+ 0,0001
0,00500 — 0,0026 £ 0,0001
0,00894 — 0,0046 £ 0,0001
0,01000 — 0,0051 £+ 0,0001
0,01394 — 0,0067 £+ 0,0001
0,01436 — 0,0069 + 0,0001
0,01500 — 0,0076 &£ 0,0001
0,02000 — 0,0091 +£ 0,0001
0,02521 — 0,0115+£0,0001
0,03042 — 0,0136 £ 0,0001
0,03563 — 0,0165 = 0,0001
0,03957 — 0,0181 +£ 0,0001
Hyniki poniarow
! I m ! [ 1]
dane2.dat +
a.82 -
+
+
@ 8.815 .
e +
=
=
E +
% H-I-Hl B N
5 +
+
+#+
8.885 4+t -
+
+
H 1 1 1 1
8 a.81 8,82 8.83 B8.84 8.85
nasa

Aby wyznaczy¢ optymalng warto$¢ parameréw a i b ze wzoru (9) nalezy do powyzszych danych zastosowa¢ metodg

najmniejszech kwadratow:
N(Xm;h;) — (Xm;)(3h;
o= NEmiho) = (Emo)(2h) 6
N(Em?) — (Sm,)?

(Bm3)(3hi) — (Zmi) (Zhim;)

b= 27
N(Em?) — (Zm,)? @D
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
a = 0,440866344795 . .. (28)
b =0,000553104615. .. (29)



Z réwnan (8) i (26) wyznaczamy o
g
N(me)f(ﬁmi)2

o =

Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
o = 22,256858832278 . ..

(30)

(3D

Aby dokonaé oceny otzymanego wyniku nalezy wyznaczy¢ jego niepewnoS¢. Pierwszym krokiem jest wyznaczenie

niepewnosci pomiaréw wychylenia h:
1
2
g =
h N _ 2
Nastgpnym krokiem jest wyznaczenie niepewnosci wartosci a i b:
2
9h
N(Em?) — (¥m;)?

E(hl — ami)Z

2 _
o, =N

2
my

2 2
=o'
70 T TN (Sm?) — (Sm,)?

Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
o, = 0,016210008913 . ..

op = 0,000306015871 . ..

Po zaokragleniu do dwéch cyfr znaczacych otrzymujemy:

o, = 0,016
op = 0,00031
wiec:
a=0,4414+0,016
b = 0,00055 + 0,00031
oraz:

o = 22,257 + 0,002
m

Na ponizszym wykresie wida¢ pomiary, oraz liniowg zalezno$¢ dana wzorem (9):

Hyniki poniarow

B8.82

A.815

8.81

wychylenie

8,885

I
"dane2,dat"™
A.441+=x+08_ 08055

+
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B8.84

8.85

(32)

(33)

(34)

(35)
(36)

(37)
(3%)

(39)
(40)

(41)



Ponizszy wykresie przedstawia zalezno§¢ wartosci sity F' od odchylenia h dang wzorem F'(h) = ah

faleznoit =ity F od odchylenia H
a.g T T T T

20 DEFax

zi¥a F
=
[ ]
L
1
|

H 1 1 1 1 1 1
a 8.885 8.1 8,815 a8.82 08,825 B8.83 08,835

odchylenie h

10



4.3 Trzecia seria pomiaréw

Druga seria pomiaréw wychylenia linijki w zaleznosci od obciazenia zostata wykonana dla linijki o dtugosci 0,47 m.
Wykonanych zostato 12 pomiaréw wychylenie dla 12 ré6znych mas (patrz paragraf 2).

Zmierzono nastgpujace wartosci:

masa wychylenie

mlkg] h{m]
0,00164 0,0020 +£ 0,0001
0,00500 0,0035 £ 0,0001
0,00894 0,0066 £ 0,0001
0,01000 0,0069 £ 0,0001
0,01394 0,0099 £ 0,0001
0,01436 0,0104 £ 0,0001
0,01500 0,0108 £ 0,0001
0, 02000 0,0143 £ 0,0001
0,02521 0,0189 £ 0,0001
0,03042 0,0219 £ 0,0001
0,03563 0,0265 £ 0,0001
0,03957 0,0290 + 0,0001

L A

Hyniki poniarow
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Aby wyznaczy¢ optymalng warto$¢ parameréw a i b ze wzoru (9) nalezy do powyzszych danych zastosowa¢ metodg
najmniejszech kwadratow:
N(Xm;h;) — (Xm;)(2h;
o= ( mzhz)z (3m;)(Shs) (42)
N(Em?) — (Sm,)?
(EZm7)(Ehi) — (Zm;) (Ehim;)
N(Em?) — (Zm;)?

b= (43)

Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
a =0,732112780820. .. (44)

b= —0,000012708256 . .. (45)

11



Z réwnan (8) i (42) wyznaczamy o
g

Y= NEmih) - (Em) (Shy) (46)
N(EZm?)—(Em;)?
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
a = 13,402716435323 . .. (47)

Aby dokonaé oceny otzymanego wyniku nalezy wyznaczy¢ jego niepewnoS¢. Pierwszym krokiem jest wyznaczenie
niepewnosci pomiaréw wychylenia h:
1
2
g =
h N _ 2
Nastgpnym krokiem jest wyznaczenie niepewnosci wartosci a i b:

2
Oh

E(hl — am7;)2 (48)

%= NN Em2) - Em e 9
2
of = oS~ (Emg;”j TR (50)
Po dokonaniu obliczen otrzymujemy:
o, = 0,010006192159. .. (51)
op = 0,000188898947 . .. (52)
Po zaokragleniu do dwéch cyfr znaczacych otrzymujemy:
o, = 0,010 (53)
op = 0,00019 (54)
wiec:
a=0,732=£0,010 (55)
b = —0,00001 + 0,00019 (56)
oraz:
o= 13,403+ 0,001 (57)

Na ponizszym wykresie wida¢ pomiary, oraz liniowg zalezno$¢ dana wzorem (9):

Hyniki poniarow
8.835 T T

I
"dane3,.dat"
A.,732+x-0_08801
A.83 _

8.825 7
8.82 i

8.813 7

wychylenie

B.81 4

8.885 .

a a.81 a.82 8.83 B8.84 8,85

nasa
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Ponizszy wykresie przedstawia zalezno§¢ wartosci sity F' od odchylenia h dang wzorem F'(h) = ah

zi¥a F

8.9
8.45
8.4
B8.35
8.3
8.25
a.2
8.15
8.1

8,85

faleznoic sify F od odchylenia H

13, 403%x

B8.885

8,81 8,815 g8.82 08,825 8,83 08,835
odchylenie h

13



4.4 Podsumowanie trzech serii pomiaréw

Omowione zostaly trzy serie pomiaréw wspélczynnika sprezystosci plastikowej linijki dla ré6znych dlugosci L.

Wyniki tych pomiaréw mozna zestawi¢ nastepujaco:

dhugosé wspotczynnik sprezystosci
L[m] of &)
0,34 — 39,607 + 0.001
0,40 — 22,257 + 0.002
0,47 — 13,403 £ 0.001

Powyzsze dane mozna przedstawié na wykresie:

ZaleznoZ& wspofczynnika sprezystoici od dY¥ogozci

EH 1 1 I
“alpha.dat™ +

-
,ﬁ 48 + .
-]
-
&
=
s
3 - .
=
)
= ¥
E 28 - i
=y
Fl
X]
E +
g 18 .

H 1 1 1

8.3 8,35 a.4 8,45 8.5

dfugosi

Na powyzszym wykresie widac, ze zalezno$¢ wspétczynnika sprezystosci od dlugosci linijki nie jest zaleznoScia lin-

iowa typ y = ax + b. Jest to zalezno$¢ potegowa typu y = ax’, a whasciwie jej szczegdlny przypadek: y = 5

Do wyznaczenia wspétczynnikéw a i b uzyty zostal program komputerowy, ktéry jako wynik podat:

a=1,0595 (58)
b= 3,3467 (59)
Zalezno$¢ wspotczynnika sprezystosci od dtugosci linijki mozna wigc wyrazic nastgpujacym wzorem:
1,0595
Y= 33167 (60)

14



Po naniesieniu krzywej na wykres zalezno$ci wspoétczynnika sprezystosci o dlugosci otrzymujemy:

wspofczynnik sprezystosci

a8

40

3o

28

18

ZaleznoEé wspofczynnika sprezystoici od dfogoici

I I “alphé,dat“ +
{1.0599)/ {x*%3,3467)
1 1 1
8.3 8.35 8.4 8.43
dfugosc

15
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5 Whnioski

Z przeprowadzonych pomiaréw mozna wyciagna¢ nastepujace wnioski:
1. Wspétczynnik sprezystoSci a nie zalezy od sily (w rozsadnych granicach) z jaka dziatamy na linijke i wychylenia.
2. Wspotczynnik sprezystosci « zalezy od dlugosci linijki.

3. Zalezno$¢ wsp6iczynnika sprezystosci a od dhugosci linijki mozna wyrazi¢ wzorem y = -7, gdzie a i b s parame-
trami charakterystycznymi dla danego materiatu z ktérego wykonana jest linijka.
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